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RESUME

Au sein de la bio-informatique se trouve le domaine de I’étude des interactions entre génes.
Dans ce rapport, le modéle de Thomas, basé sur une représentation discréte d’un systéme de
génes, est présenté. Ce formalisme permet de modéliser un systéme de génes en interaction
a laide d’un graphe de régulation et d’une paramétrisation tout en s’affranchissant de la
connaissance de données quantitatives. Ce type de modélisation améne & la construction d’un
graphe d’états que permettent d’étudier les logiques temporelles. Afin de compléter cette
approche, la logique de Hoare est présentée et appliquée au domaine de la régulation génétique
car elle semble plus adaptée a 'inférence de paramétres biologiques.



Introduction

Le contexte de la bio-informatique

La terme de bio-informatique est un terme trés générique. Introduit en 1978 par Paulien
Hogeweg et Ben Hesper, il qualifiait & I’origine uniquement 1’étude des procédés informatiques
dans les systémes biotiques [1]. Aujourd’hui, il a cependant pris une dimension beaucoup plus
large, et regroupe tous les domaines de recherche utilisant les technologies de I'informatique
dans le but d’étudier les systémes biologiques. On peut donc notamment y inclure les travaux
de modélisation, d’observation, de simulation, de recensement. Les systémes étudiés varient
en échelle, depuis les mécanismes internes a la cellule jusqu’a des populations entiéres d’étres
vivants, mais aussi en nature, pouvant prendre des aspects pratiques comme la conception
de médicaments ou plus théoriques comme ’étude et le référencement du génome humain.
L’arrivée de I'informatique au sein du domaine de la biologie a permis de repousser les limites
qui se posaient en termes de temps de calcul, de quantités de données et de stockage de
I'information [9].

Cette notion trés générale qu’est la bio-informatique comprend notamment le concept
d’étude des interactions entre génes. De nombreux outils ont été développés puis améliorés
pour étudier les systémes de régulation génétique. De facon trés schématique, on pourrait les
classer en quatre grandes catégories de formalismes [7] :

— les réseaux, basés sur 'utilisation de graphes et une modélisation discréte de 'activité

des génes,

— la modélisation par équations différentielles continues, qui peuvent cependant étre par-

tiellement discrétisées,

— La modélisation par équations stochastiques,

— T'utilisation de faits et de régles de programmation logique.

Développement

Le modéle auquel nous nous intéresserons au sein de ce rapport appartient a la catégorie
des réseaux. René Thomas propose en 1973 une premiére ébauche de ce formalisme, auquel il
fait subir par la suite plusieurs améliorations pour arriver & un outil appelé réseau de régulation
génétique. Le modéle étudié dans ce rapport consiste en une extension de cet outil. Il repose sur
I'utilisation de graphes orientés, appelés graphes d’interaction, qui permettent de représenter
les génes composant un systéme et leurs influences mutuelles. Ce modéle sera décrit en termes
intuitifs puis défini formellement dans le chapitre 1.

L’étude d’un systéme de génes représenté a ’aide de ce modéle améne & la construction



d’un graphe d’états représentant les différentes configurations accessibles par le systéme. Son
analyse est grandement facilitée par 'informatique, qui permet ’exécution d’algorithmes sur
des graphes afin de vérifier certains propriétés. Dans ce contexte, les logiques temporelles ont
déja été utilisées pour définir puis vérifier des propriétés sur les graphes d’interaction. Ces
logiques seront présentées au sein du chapitre 2.

Cependant, afin d’obtenir un approche qui semble plus adaptée & 'inférence de paramétres
biologiques, une tentative d’application de la logique de Hoare fait actuellement I'objet d’un
travail de recherche actif au sein de I’équipe MoVES (Modélisation et Vérification des Systémes
embarqués). Cette logique, a 'origine développée pour I'informatique théorique, sera présentée
au chapitre 3, et les mécanismes qui permettent son rattachement au modeéle de Thomas seront
développés.



Chapitre 1

Réseaux de régulation génétique et
graphes d’interaction

Afin de permettre la modélisation des interactions entre génes malgré le peu de données
disponibles, René Thomas propose en 1973 un outil basé sur I'utilisation de booléens au sein
d’un graphe d’interactions. Cependant, ce modéle s’avére trop simpliste, et Thomas 1’étend
entre 1990 et 2000 en un modéle qui permet ’attribution de plusieurs niveaux d’expression aux
génes [11]. Ce modéle sera développé au sein de ce chapitre. Il fera I'objet d’une présentation
en termes intuitifs dans l'introduction, puis sera redéfini de fagon formelle dans les sections
suivantes.

1.1 Introduction

Le modéle présenté ici repose en premier lieu sur I’élaboration d’un graphe orienté, appelé
dans ce contexte graphe d’interaction. Un tel graphe représente un ensemble de génes, qui peu-
vent s’influencer mutuellement (positivement ou négativement). Les génes sont intuitivement
modélisés par les nceuds du graphe, tandis que les interactions sont représentées par les arcs
reliant ces noeuds, et dont I’étiquette précise le type d’influence. Un géne n’est en mesure d’in-
fluencer d’une certaine maniére (par exemple : positivement) un autre géne (ou de s’influencer
lui-méme) que si son niveau d’expression est suffisant ; dans le cas inverse, il aura 'influence
contraire (une influence négative si on suit le méme exemple).

Dans ce type de modélisation, le niveau d’expression d’un géne est directement lié a la
quantité (ou la concentration) de protéine codée par ce géne qui est présente dans le milieu.
Cependant, comme mentionné au paragraphe précédent, les données disponibles sont trés la-
cunaires, et le niveau d’expression nécessaire pour qu’un géne exerce une influence sur un autre
(aussi appelé seuil d’activation) n’est généralement pas connu. Pour combler cette insuffisance
de données, le niveau d’expression d’un géne n’est pas représenté directement par la quantité
de protéine codée, mais par un nombre fini de niveaux discrets, de fagon a ce que si le niveau
d’expression d’un géne est connu & un instant donné, on peut immédiatement déterminer quel
est le niveau d’influence que ce géne exerce sur toutes ses cibles dans le graphe d’interactions.
Le nombre de niveaux d’expression différents accessibles pour un géne peut donc au plus étre
égal au nombre de génes sur lesquels il peut potentiellement avoir une influence. Un exemple
de graphe d’interaction est donné & la figure 1.1.
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FIGURE 1.1 — Un exemple de graphe d’interaction simple [11] : les nceuds modélisent les génes et les
arcs leurs influences mutuelles. Ici, le géne a s’auto-active tandis que les deux génes a et b s’inhibent
mutuellement. Les valeurs sous les noeuds indiquent les niveaux d’expressions accessibles pour chaque
geéne.

Dans le modéle originellement proposé par Thomas, un géne pouvant potentiellement ex-
ercer une influence sur un autre géne est relié a celui-ci par un arc (dirigé vers ce dernier) éti-
queté par une valeur de seuil et un type d’influence (qui consiste en une information booléenne
car 'influence ne peut étre que positive ou négative). Ainsi, pour savoir si ce géne exerce son
influence sur le second géne a un instant donné, il suffit de comparer le niveau d’expression
de ce géne & cette valeur de seuil, & 'aide d’une simple relation d’inégalité : une interaction
positive (resp. négative) ne pourra avoir lieu que si le niveau d’expression du géne est supérieur
(resp. inférieur) au seuil. Les assertions qui conditionnent les influences entre génes consistent
donc uniquement en des inégalités.

Si ce modéle permet de représenter une grande partie des relations d’influences des sys-
témes étudiés, il subsiste cependant des cas pour lesquels il échoue & représenter certains
comportements. On peut notamment citer le cas ou plusieurs génes doivent s’associer pour
exercer une influence ; ce cas ne peut pas étre représenté car les arcs d’un graphe d’interaction
ne peuvent partir que d’un unique nceud, pour n’arriver que dans un unique nceud. De méme,
on pourrait imaginer une situation ot un géne peut exercer une influence sur un autre lorsque
son niveau d’expression « n’est pas trop élevé », et qu’il se trouve donc dans un intervalle;
a nouveau, les inégalités simples ne permettent pas de prendre ce type de comportement en
compte.

Afin de combler cette lacune, la notion de multipleze a été proposée pour de permettre la
modélisation de comportements plus complexes [4, 8|. Les multiplexes viennent s’ajouter aux
étiquettes des arcs du modéle présenté précédemment. Ils se présentent comme des noeuds d’un
type différent de ceux représentant les génes au sein du graphe d’interactions, et comportent :

— un nom,

— une assertion, appelée condition d’influence, exprimée en logique modale et qui dépend

uniquement de ses prédécesseurs dans le graphe (génes ou autres multiplexes).

Ainsi, un géne pouvant potentiellement exercer une influence sur un autre posséde un arc
sortant qui pointe vers un multiplexe, et ce multiplexe posséde a son tour un arc sortant
pointant vers le géne final. L’influence aura effectivement lieu si la condition d’influence du
multiplexe est satisfaite. Dans ce modéle, on permet qu’un multiplexe posséde un arc sortant
vers un autre multiplexe, & condition qu’il n’existe pas de cycle ne faisant intervenir que des
multiplexes. La figure 1.2 reprend 'exemple précédent en le complétant avec les multiplexes
correspondants.



1 2 =(a= 2)
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FIGURE 1.2 — Un exemple de graphe d’interaction avec multiplexes : les conditions d’influence sont
précisées dans un nouveau type de noeud appelé multiplexe. Pour comparaison, ce graphe définit
exactement le méme systéme de génes que celui de la figure 1.1.

1.2 Graphe d’interaction et paramétrisation

Définissons le modéle du graphe d’interaction de fagon formelle, d’aprés la description de la
partie précédente. Il est & noter que les nceuds du graphe d’interaction représentant les génes
sont appelés variables. Dans la suite, on utilisera les deux dénominations, bien que le terme
de géne semble plus adapté a une description biologique des phénoménes mis en jeu.

Définition 1.1 (Graphe d’interaction) Un graphe d’interaction avec multipleres est un
quadruplet G = (V; M; Ey; Ejr) qui vérifie les propriétés suivantes :
— (VUM; Ey U Eyy) est un graphe orienté et étiqueté, dont les noeuds sont VU M et les
arcs sont Ey U E)y, vérifiant les contraintes suivantes :

— les ensembles V' et M sont finis et disjoints; les éléments de V' sont appelés variables
et ceux de M sont appelés multiplexes,

— les arcs de Fy ont pour source une variable et pour cible un multiplexe, tandis que
les arcs de Fj; ont pour source un multiplexe et pour cible une variable ou un autre
multiplexe,

— tout cycle de G contient au moins une variable,

— toute variable v de V' est étiquetée par un entier positif b, qui est appelé son plafond,
— tout arc de Ey est étiqueté par un entier positif s inférieur ou égal au plafond de sa
variable source et appelé seuil ; on note un tel arc v —» m o v est sa variable source et

m est son multiplexe cible.

— tout multiplexe m de M est étiqueté par une formule ¢, appartenant au langage L,
défini inductivement par :

— si v 2 m appartient & Ey alors v > s est un atome de L,

— si m’ — m appartient a Ey; alors m’ est un atome de L,

— si @ et ¥ appartiennent & L,, alors =y, ¢ A et ¢ V1 sont des atomes de L,,.

On retrouve dans cette définition tous les éléments développés en introduction. Il est a noter
que l'introduction de multiplexes ne supprime pas totalement les étiquettes déja présentes
sur les arcs partant des variables. En effet, si I'information concernant le type d’influence
(activation ou inhibition) est ici portée par I'assertion du multiplexe, il est en revanche toujours
nécessaire de connaitre le seuil au dela duquel le niveau d’expression du géne jouera un roéle
dans cette assertion.



Afin de pouvoir étudier le comportement d’un systéme modélisé grace a ’outil développé
ici, il est nécessaire d’introduire une certaine forme de dynamique. Cette notion était déja
présente durant toute la partie d’introduction, lorsqu’il était question des niveaux d’expression
des différents génes (mesurés a partir de la quantité de protéine produite et présente dans
le milieu). L’état d’un graphe d’interaction se définit alors aisément comme ’ensemble des
niveaux d’expression des variables qui le composent.

Définition 1.2 (Etat d’un graphe d’interaction) Un état d’un graphe d’interaction G =
(V; M; Ey; Eyy) est une fonction n : V' — N telle que pour toute variable v de V, on ait :
n(v) < by. n(v) est appelé le niveau d’expression de v.

Il est important de noter que si I’état d’'un graphe d’interaction représente I’état des génes
qui le composent & un instant donné, la notion de temps n’intervient cependant & aucun
moment dans le modéle. En effet, la dynamique du graphe d’interactions est vue comme une
succession d’instants, mais il n’est en aucun cas question de quantifier la durée qui sépare deux
de ces instants. On fera d’ailleurs dans la partie suivante I’hypothése selon laquelle une durée
suffisamment longue s’écoule entre deux changements d’état successifs du graphe.

Pour terminer cette premiére partie concernant les graphes d’interaction, il nous faut for-
maliser les possibilités d’influence entre les variables au travers des multiplexes. Dans un état
donné, un géne recgoit une influence d’un certain nombre d’autres génes via certains mul-
tiplexes. Plus précisément, ces multiplexes doivent posséder un arc sortant vers le géne en
question, et leur assertion doit étre satisfaite. On parvient donc a la définition suivante, ou la
notation G~1(x) représente I’ensemble des prédécesseurs d'un nceud = du graphe.

Définition 1.3 (Ressources d’une variable) Etant donnés un graphe d’interaction G' =
(V; M; Ey; Eyy) et un état n de G, 'ensemble des ressources d’une variable v de V' pour I'état
n, qu’on note p(v,n), est 'ensemble des multiplexes m de G~1(v) tels que ¢, est satisfaite.
L’interprétation de la formule ¢, d’un multiplexe m est inductivement définie par :
— si @, est réduite & un atome v > s, ot v € G (m) et (v > m) € By, alors ¢, est
satisfaite ssi n(v) > s,
— si p, est réduite & un atome m’ € M, ot m’ € G~(m), alors ,, est satisfaite ssi @,
— si @, est une formule constituée d’atomes et de connecteurs logiques, alors :
— m = T est satisfaite ssi 1) n’est pas satisfaite,
— ©m = W1 Ao est satisfaite ssi 11 et 1o sont satisfaites,
— ©m = W1 V g est satisfaite ssi 1)1 est satisfaite ou 19 est satisfaite.

Le symbole = utilisé dans cette définition et dans les définitions & venir indique 1’équivalence
entre deux assertions.

1.3 Réseau de régulation et graphe d’états asynchrone

Si la notion d’interaction a largement été abordée jusqu'’ici, il n’a pas encore été question
de quantifier cette interaction. En effet, si on peut modéliser le fait qu'un géne posséde une
influence sur un autre géne, car faisant partie de ses ressources, et pouvant donc contraindre
ce dernier & changer de niveau d’expression, le modéle actuel ne contient pas d’information
quant au niveau vers lequel le géne influencé sera attiré. Il reste donc & définir une « carte »



des interactions spécifiant, selon les ressources d’une variable, ’état vers lequel celle-ci sera
attirée.

Définition 1.4 (Réseau de régulation) Un réseau de régulation génétique avec multiplexes
est un couple (G; K) ou :
— G = (V; M; Ey; Ep) est un graphe d’interaction,
— K = {kyu} est une famille de paramétres indexés par v € V et w C G~1(v) telle que
chaque £, ,, de K soit un entier vérifiant : 0 < ky o, < by,.
KC est appelée paramétrisation de G (ou de N).

Le réseau de régulation, extension du graphe d’interaction, est un outil complet comprenant
toutes les informations concernant le systéme étudié et sa dynamique. Il est important de noter
qu’il n’existe pas une unique paramétrisation pour un graphe d’interaction donné. En général,
le nombre de paramétrisations possibles est trés important et constitue I'une des limitations de
ce modele [11]. Cependant, nous ne nous intéresserons pas dans ce chapitre a leur recherche et
travaillerons avec des paramétrisations données. La figure 1.3 donne un exemple de paramétri-
sation pour le graphe donné en exemple plus haut.

A
1 2 —~(a> =)
n
a= 1 @ b
0.2 0.1
T 1
(b= 1)

FIGURE 1.3 — Un exemple réseau de régulation génétique comprenant un graphe d’interaction (a) et
une parameétrisation (b). [11]

Afin de pouvoir étudier les différents scénarios possibles, il faut énumeérer les états accessi-
bles par le réseau de régulation (pour un graphe d’interaction et une paramétrisation associée
donnés). Cela s’effectue aisément en calculant le graphe d’états du réseau de régulation. Cepen-
dant, la notion de successeur d’un état ne saurait se satisfaire d’une définition trop générale.
En effet, le modéle étudié ici observe le systéme en des instants successifs sans aucune quantifi-
cation temporelle; or il est nécessaire de prendre en compte la vitesse des évolutions les unes
par rapport aux autres afin de limiter les comportements. L’observation montre que 1’évolution
d’un géne depuis un niveau d’expression jusqu’a un autre est un processus suffisamment lent
(du fait de sa complexité biologique) pour ne pas pouvoir étre considéré comme instantané,
et que ce temps varie beaucoup entre les génes [11]. Il est donc possible d’approximer le com-
portement du systéme & ’aide d’une approche asynchrone : un seul géne & la fois est en mesure
d’évoluer entre deux états successifs du systéme. Cette évolution ne peut constituer qu’en un
changement de niveau d’expression d’une unité vers le haut ou vers le bas. Ainsi, I’observation
de I'évolution du systéme est ramenée & I'observation d’une série d’instants situés entre deux
changements d’état successifs.



Nous pouvons alors définir formellement un changement d’état. Nous allons cependant au
préalable définir un outil supplémentaire qui permet de généraliser la notion de changement
de niveau d’expression en précisant la direction vers laquelle est attiré un géne (i.e. vers un
niveau d’expression supérieur ou inférieur).

Définition 1.5 (Fonction de direction) Pour un réseau de régulation N = (G;K) et un
état n de G = (V; M; Ey; Epy) donnés, la fonction de direction d : V. — {—1;0; 1} est définie
par :
-1 sin() > kv,p(v,n)
Yo e V,d(v) = 0 sin(w)= )
+1 sin(v) < kv,p(v,n)

Comme nous ’avons évoqué, un successeur possible d’un état est un autre état identique
au premier, excepté pour un géne qui a vu son niveau d’expression augmenté ou diminué d’une
unité.

Définition 1.6 (Successeur d’un état) Si N = (G;K) est un réseau de régulation et 7 un
état de G donnés, un état 7’ de G est un successeur de n ssi :

— il existe une variable u telle que n'(u) = n(u) + d(u) et d(u) # 0,

— pour toute autre variable v # u, on a : 7'(u) = n(u).

On peut alors calculer un graphe des états a I'aide de la définition précédente de successeur
d’un état.

Définition 1.7 (Graphe d’états asynchrone) Etant donné un réseau de régulation géné-
tique N = (G;K), on appelle graphe d’états asynchrone le graphe Sy vérifiant les propriétés
suivantes :
— Pensemble des nceuds de Sy est ensemble des états possibles de G (isomorphe au
produit cartésien [, i [0;by]),
— Densemble des arcs de Sy est 'ensemble des couples (n;7) tels que 1’ est un successeur
de 7.

Le systéme de transitions fini obtenu par cette définition ne posséde pas explicitement
d’état initial car on considére que tout état peut potentiellement en étre un (selon I'instant ot
I'observation débute).

A titre d’exemple, la figure 1.4 donne le graphe d’états associé a ’exemple donné précédem-
ment.

FIGURE 1.4 — Le graphe d’états obtenu a partir du réseau de régulation de la figure 1.3 [11]. Chaque
état est un couple du niveau d’expression des génes a et b, dans cet ordre.

Les graphes d’états offrent un outil efficace pour ’étude des réseaux de régulation. Cepen-
dant, il est important de noter & ce stade que la génération d'un graphe d’états est soumise a
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I’explosion combinatoire du nombre de ses états. En effet, I’ajout d’une variable dans le graphe
d’interaction aura pour double conséquence :
— d’ajouter un niveau d’expression & prendre en compte,
— de potentiellement faire augmenter le plafond d’une partie des autres génes déja présents
dans le graphe d’interaction.
Ces deux éléments ont pour conséquence directe 'augmentation de la taille de graphe d’états,
et peuvent entrainer des problémes de mémoire et de temp d’exécution.

1.4 Quelques définitions supplémentaires

Certaines structures fréquemment rencontrées au sein des graphes d’états asynchrones
obtenus par cette méthode sont décrites dans [11]. Elles seront définies et expliquées dans
la suite, et quelques théorémes les concernant seront aussi donnés. Dans toute cette partie,
on considére un réseau de régulation N = (G;K) dont G est le graphe d’interaction et K la
paramétrisation, et on appelle Sy son graphe d’états asynchrone.

Définition 1.8 (Domaine piége) Un domaine piége de Sy est un sous-ensemble T' des
neeuds du graphe tel que pour toute transition £ — y dans Sy, six € T, alors y € T.

D’aprés cette définition, un domaine piége est donc un sous-ensemble de configurations du
systéme dont on ne peut sortir. Tout graphe d’états contient au moins un cas particulier de
domaine piége, qui est ’ensemble de tous ses états.

Définition 1.9 (Attracteur) Un attracteur de Sy est un domaine piége qui ne contient pas
d’autre domaine piége que lui-méme.

La notion d’attracteur restreint celle de domaine piége en le caractérisant de plus petit do-
maine piége du point de vue de la relation d’inclusion. On peut donner quelques propriétés
intéressantes concernant les attracteurs.

Propriété 1.1 (Propriétés sur les attracteurs)

— Les attracteurs sont en fait les composantes fortement connexes du graphe (car si deux
éléments x et y appartiennent au méme attracteur, alors il existe un chemin de = & y et
un chemin de y & x).

— Tout graphe d’états contient au moins un attracteur (car il contient au moins un domaine
piége).

— Les attracteurs sont mutuellement disjoints.

— Depuis tout état du graphe, il existe au moins un chemin conduisant a un attracteur.

Définition 1.10 (Etat stable) Un état puits (i.e. qui ne posséde aucun arc sortant) de Sy
est appelé état stable.

Un état stable est un cas particulier d’attracteur (et donc de domaine piége) qui contient
un seul élément. Lorsqu’un état stable est atteint, le systéme n’est plus en mesure d’évoluer.
Les états stables d’un réseau de régulation peuvent étre la conséquence de la « victoire » de
I’expression d’un ensemble de génes sur un autre, ce dernier ne pouvant plus prendre le dessus.
La figure 1.4 contient deux attracteurs, entourés en pointillés ; ils modélisent le fait que 'un ou
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I’autre des deux génes a gagné un niveau d’expression suffisant pour ne plus subir I'influence
de l'autre gene.

Un attracteur composé de plus d'un seul élément (par opposition a un état stable) est
appelé qualifié de cyclique. Cette dénomination traduit le fait qu'un attracteur qui n’est pas
un état stable contient nécessairement un cycle. Ce type d’attracteur peut potentiellement
modéliser tout type de comportement oscillant d’un systéme.
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Chapitre 2

Logiques temporelles

Le modéle de Thomas permet d’obtenir un graphe d’états asynchrone (cf. section 1.3) a
partir d’un graphe d’interaction et d’'une paramétrisation associée. Historiquement, les graphes
sont étudiés a l'aide des logiques temporelles car celles-ci proposent un moyen commode
d’exprimer des assertions sur des chemins. Ce chapitre sera l'occasion de présenter la logique
CTL*, et de voir en quoi elle peut étre utile a I’étude des réseaux de régulation génétiques.

2.1 Introduction

Les logiques temporelles ont été proposées afin de permettre de décrire des propriétés
sur les chemins des graphes. L’idée a 'origine de la formulation de ce type de logiques est
naturellement 1’étude des systémes modélisés par des graphes. Plusieurs logiques ayant des
pouvoirs d’expression différents ont été proposées, et nous n’étudierons ici que la logique
CTL*, qui permet d’exprimer des propriétés sur les états d'un graphe (contrairement a la
logique de Hennessy-Milner par exemple, qui exprime des propriétés sur les transitions) selon
un temps logique (constitué d’une succession discréte d’états et non d’un écoulement continu
du temps) [2, 3]. Cette logique s’applique a I'ensemble des structures de Kripke, qui est la
famille de graphes orientés dont les états sont étiquetés par des propositions atomiques ; dans
la suite de ce chapitre on pourra confondre les notions de graphe et de structure de Kripke.
La logique CTL* étant elle-méme composée des logiques temporelles CTL et LTL, ces deux
derniéres seront tout d’abord définies dans les sections suivantes.

Définitions préalables

Les logiques LTL et CTL s’appliquent & des structures de Kripke, qui représentent un type
de graphe particulier.

Définition 2.1 (Structure de Kripke) Une structure de Kripke sur un ensemble Prop est
un couple § = (Q,1) ou :

— (Q est un graphe;

— 1 :Q +— P(Prop) est la fonction d’étiquetage.
De plus, si une propriété P € Prop et un état ¢ de @ vérifient P € I(g), on dit alors que P est
vraie dans q.
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Il est de plus nécessaire de préciser la notion de chemin maximal, qui étend celle de chemin
infini, souvent rencontrée en théorie des graphes.

Définition 2.2 (Chemin maximal) Un chemin maximal sur un graphe est un chemin qui
est soit infini, soit dont le dernier état est un état puits (i.e. qui n’est lorigine d’aucune
transition).

e

Dans la suite, si o est un chemin sur un graphe donné, on note o; son ¢*¢ état, le premier

état ayant l'indice zéro.

2.2 La logique LTL

Soit une structure de Kripke S donnée. La logique temporelle linéaire, abrégée en LTL
pour linear temporal logic (on trouve parfois aussi PLTL), s’interpréte sur la premiére position
d’un chemin maximal o : gg — g1 — ¢2 ... du graphe. Elle se formule a I’aide de la grammaire
suivante :

@, n=vrai | P| = oAy | Xp | oUy

ou P est une proposition atomique. La sémantique de la logique LTL est ensuite définie in-
ductivement par :

o Evrai  quel que soit o,

oEP ssi P est vraie dans oy,

oE - ssi o ne satisfait pas ¢,

oE @AY ssiog vérifie p et 1,

o = Xy ssi o0 =op.0’ et o' =,

o pUy  ssiil existe i € N tel que o; =1 et pour tout k € N,0 < k < i,01 E ¢.

La modalité X (pour neXt) permet de vérifier une propriété sur I’état suivant sur le chemin
étudié : en effet, Xy est satisfaite dans un état lorsque ¢ est satisfaite dans 1’état suivant.
La modalité U (pour Until) permet de vérifier qu'une propriété est vraie jusqu'a ce qu’un
autre le soit : ainsi, Uy est satisfaite dans un état s’il existe un état dans le futur ot ¢ est
satisfaite, et si  est tout le temps satisfaite sur le chemin avant cela. Les modalités — et A sont
directement tirées de la logique modale ; on peut les utiliser pour définir des opérateurs modaux
supplémentaires (tels que V ou =). Enfin, on peut aussi définir les opérateurs temporels
suivants :

— Fp = vrailyp, signifie que la propriété ¢ sera satisfaite un jour (Fatalement),

— Gy = —F(—y), signifie que la propriété ¢ est toujours vérifiée (Globalement).

On trouve parfois aussi dans la littérature les symboles ¢ a la place de F et [J & la place de G.

Afin d’illustrer le fonctionnement de cette logique & 'aide d’un exemple, considérons un
graphe dont les états sont étiquetés par le langage £ = {a,b}. On déduit de ce graphe une
structure de Kripke en paramétrant chaque état par une propriété P, ot x € L, de facon a
ce que P, soit vraie dans un état si et seulement si cet état est étiqueté par x. On souhaite
caractériser par la logique LTL tous les chemins qui appartiennent aux mots infinis : (a*.a.b)*,
i.e. les mots qui commencent par a, et contiennent au plus une occurrence successive de b.

Le fait qu’un état étiqueté par b soit toujours suivi d’un état étiqueté par a se traduit par
la formule :
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P, = NP,
Afin de généraliser cette formule & tous les états d’un chemin, il suffit d’utiliser I'opérateur de
globalité :

G(Pb = NPa)

Les chemins qui forment les mots (a*.a.b)” sont donc ceux qui vérifient cette formule.

2.3 La logique CTL

Soit une structure de Kripke S donnée. La logique temporelle arborescente, abrégée en
CTL pour computation tree logic, s'interpréte sur un état ¢ du graphe. On notera dans la suite
Slf I’arbre des chemins maximaux de S partant de g. Elle se formule a ’aide de la grammaire
suivante :

@, n=vrai | P —p | o AP | EXp | AXp | oEUY | pAUY

ol P est une proposition atomique. La sémantique de la logique CTL est alors définie induc-
tivement par :
q = vrai quel que soit g,
qF P ssi P est vraie dans ¢,
qg = ssi ¢ ne satisfait pas ¢,
qgFE Ny ssig vérifie ¢ et 9,
q = EXep ssi il existe un chemin maximal o de £ tel que o1 |= ¢,
q = AXe ssi tous les chemins maximaux o de 55 vérifient oy = ¢,
q = ¢EUY  ssi il existe un chemin maximal o de 5(‘18 et un entier ¢ € N tels que o; =1
et pour tout k € N,0 < k <i,01 = .
o = @AUY  ssi pour tout chemin maximal o de 5;13 , 11 existe un entier ¢ € N tel que o; = ¥
et pour tout k € N,0 < k <i,01 = .

Les quantificateurs E et A sont respectivement les quantificateurs existentiel et universel
sur les chemins maximaux de 'arbre d’exécution. Ils ont donc des réles qui s’apparient aux
quantificateurs 3 et V de la logique du premier ordre. Les modalités EX et AX (resp. EU
et AU) sont donc semblables & une modalité X de la logique LTL (resp. U) couplée a un
quantificateur sur les chemins sortants de 1’état considéré. Cependant, malgré ces similitudes,
les deux logiques n’expriment strictement pas les mémes comportements [3].

A partir des opérateurs précédents, on peut aussi définir les abréviations suivantes :

— EFyp = Evraily, signifie qu’il existe un chemin maximal sur lequel la propriété ¢ sera

satisfaite un jour (¢ est dite accessible),

— AFp = Avraily, signifie que pour tous les chemins maximaux, la propriété ¢ sera

satisfaite un jour (¢ est dite inévitable),

— EGp = —AF(—¢), signifie qu’il existe un chemin maximal ou la propriété ¢ sera toujours

satisfaite (¢ est dite préservable),

— AGp = —EF(—yp), signifie que ¢ sera toujours satisfaite pour tous les chemins maximaux.

La logique CTL peut entre autres étre utilisée pour formuler des propriétés de streté. Par
exemple, supposons que la structure de Kripke & modélise un systéme pouvant rencontrer
des erreurs, les états potentiellement défaillants (i.e. pouvant provoquer une erreur) étant
paramétrés par P. On souhaite s’assurer que de telles erreurs peuvent étre prises en charge
par un module de secours, qui est lancé dans les états paramétrés par (). Ainsi, dés qu’un état
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vérifiant P est rencontré, il faut qu'un état vérifiant @) puisse étre rencontré par la suite. Cela
se traduit par :

P = EFQ
Cette propriété doit étre vérifiée pour toutes les exécutions possibles, soit :

AG(P = EF)

Si on a défini un état initial dans notre structure de Kripke, il faut que cet état vérifie cette

formule. Si on se permet de débuter une exécution & partir de n’importe quel état, alors tous
les états de la structure de Kripke doivent la vérifier.

2.4 La logique CTL*

La logique CTL* se définit de facon intuitive comme la « réunion » des deux logiques
présentées précédemment. Elle s’exprime donc en fonction de modalités portant sur les états
(comme CTL) et sur les chemins (comme LTL).

De fagon formelle, CTL* est I’ensemble des formules d’état g définies a I'aide de la gram-
maire :

Os, s n=vrai | P | —ps | s A s | Bop | Apy

ol P est une proposition atomique, et ott on définit les formules de chemins ¢, a I'aide de la
grammaire :
p, Pp 1= vrai ‘ Ps ‘ ©p Ny ’ Xep | opUty

La sémantique des formules d’états est définie inductivement par :
q = vrai quel que soit g,

qF P ssi P est vraie dans ¢,

qFE —ps ssi ¢ ne satisfait pas g,

q = ps Nps  ssi g vérifie g et 1),

q EEpp ssi il existe un chemin maximal o de £° tel que o = p,

q EApp ssi tous les chemins maximaux o de Eé’g vérifient o = @y,
La sémantique des formules de chemins est définie inductivement par :

o | vrai quel que soit o,

o ):Sps ssi og ):(1087

o= pp ANy ssi o vérifie @, et iy,

o = Xep ssi 0 = 9.0’ et o' |= ¢y,

o = ppUy, ssiil existe i € N tel que oy |= 1, et pour tout k € N,0 < k < i, 04 = ¢p.

2.5 Cas d’utilisation et discussion

La logique modale se préte bien a 1’étude d’entités non dynamiques en les caractérisant
grice a des propriétés atomiques ou composées de propriétés atomiques. Cependant, I'étude
d’une entité dynamique (capable d’évoluer dans le temps) n’est pas possible a l'aide de la
logique modale seule, car celle-ci ne posséde pas de pouvoir d’expression suffisant pour décrire
une évolution (temporelle ou logique), ou nécessite I'introduction d’un formalisme trop lourd
pour pouvoir étre facilement manipulable [12]. C’est la principale raison pour laquelle les
logiques temporelles ont été développées.
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Les applications concrétes des logiques temporelles se retrouvent donc trés souvent dans
le domaine de la vérification formelle. Un systéme est généralement modélisé sous la forme
de plusieurs graphes indépendants qui représentent le controleur et les parties contrdlées. Un
produit synchronisé permet alors de réunir ces différents graphes en un unique graphe d’états
cohérent, qui modélise bien le fait que les actions des parties controlées sont déterminées par
le controleur. C’est sur cet ultime graphe que l'on souhaite vérifier certaines propriétés (de
stireté et de vivacité par exemple). On ajoute pour cela des propriétés sur ses états pour en
faire une structure de Kripke, ce qui permet d’utiliser les logiques temporelles présentées ici.

I1 est & noter enfin que la logique CTL* a notamment été créée parce que les logiques CTL
et LTL ont des pouvoirs d’expression incomparables [3] : il existe des formules pour la premiére
qui ne sont pas exprimables par la seconde, et inversement.

Dans le cadre de I’étude des réseaux de régulation génétique, les logique temporelles offrent
un bon outil pour étudier le graphe d’états obtenu grace au modéle de Thomas (cf. section 1.3).
Par exemple, un état stable (i.e. un puits du graphe) se caractérise par la formule CTL*
suivante :

g = —ENvrai
En effet, cette formule est vraie uniquement si ’état g ne posséde pas de successeur.

Afin d’étudier des comportements plus complexes et qui n’apparaissent pas clairement
dans la structure méme du graphe d’état, il suffit de I’étiqueter avec les propriétés nécessaires.
Ces propriétés peuvent dépendre des configurations dans chaque état (par exemple : P est
vérifiée dans tous les états ou le géne a posséde un niveau d’expression supérieur ou égal a
une constante) ou caractériser des configurations remarquables (qui ménent par exemple & des
dysfonctionnements de 'organisme). On peut alors utiliser les logiques temporelles de la méme
fagon que pour un systéme a vérifier.
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Chapitre 3

Logique de Hoare

La logique de Hoare offre un complément aux logiques temporelles dans ’étude des réseaux
de régulation génétique. Les logiques temporelles permettent de formuler et prouver des pro-
priétés sur certains états du systéme en considérant les différentes évolutions possibles. L’ap-
proche utilisant la logique de Hoare est différente car elle permet de décrire ’évolution d’un
systéme et d’obtenir par exemple des propriétés nécessaires a cette évolution. Il s’agit d’une
approche nouvelle qui parait plus adaptée a l'inférence de paramétres biologiques.

3.1 Introduction

Le dessein originel de la logique de Hoare est de définir un outil formel permettant de
démontrer la validité d’'un programme informatique (ou, plus généralement, d’un algorithme
informatique) utilisant le paradigme de la programmation impérative. Floyd propose un outil
similaire en 1967 & ’aide d’organigrammes, et cite aussi les noms de Gorn et Perlis. Nous
nous intéresserons néanmoins ici uniquement a la logique de Hoare telle que présentée par son
auteur dans son article originel [6].

Cette logique repose sur la formulation de triplets de Hoare, notés : {P} Q {R}, ou :

— @ est une instruction informatique (au sens large : il peut s’agir d’une suite d’instructions

et donc d’un programme entier),

— P et Q sont deux assertions formulées en logique du premier ordre ou en logique modale.
Notons aussi que la logique de Hoare permet 'utilisation de variables (au sens informatique),
qui associent un symbole (le nom de la variable) & un objet (sa valeur). Les variables peuvent
étre utilisées dans le programme (), mais aussi nommeées dans les assertions P et R (auquel
cas elles se référent bien stir au méme objet). L’écriture d’un triplet de Hoare signifie : « Si
I’assertion P est satisfaite avant ’exécution du programme @, et sous la condition que @) se
termine, alors ’assertion R sera satisfaite aprés exécution ». L’assertion P est donc appelée
pré-condition tandis que 'assertion R est appelée post-condition.

Il est & noter que la logique de Hoare, dans la forme que nous étudierons ici, ne suppose
pas la terminaison d’un programme. Aussi, la post-condition peut ne jamais étre satisfaite si
le programme ne se termine pas. De méme, la logique présentée a 'origine ne prenait pas en
compte certains mécanismes propres & I'informatique tels que la programmation concurrente,
les procédures ou les pointeurs. Plusieurs extensions de la logique de Hoare ont par la suite
permis de combler ces manques, mais ne seront pas traités dans ce rapport.
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3.2 Construction de la logique

Afin d’offrir une logique compléte, il est nécessaire de définir plusieurs axiomes et régles
permettant I'interaction entre les assertions.

3.2.1 Axiomes

L’axiome le plus simple est ’aziome du programme vide, qui utilise en lieu de programme
I'instruction vide skip n’effectuant aucune opération.

Axiome 3.1 (Axiome du programme vide)
{P} skip {P}

La signification de cet axiome est intuitive et peut s’énoncer comme suit : « Si I'assertion
P est vérifiée et que le programme est vide (i.e. qu’il n’effectue aucune opération) alors P sera
aussi vraie apres son exécution ».

Le second axiome, bien plus utilisé en pratique, est ’axiome d’affectation, qui peut étre
appelé dés que 1'on souhaite assigner (ou réassigner) une valeur a une variable.

Axiome 3.2 (Axiome d’affectation)
{R[expr/var]} var:=expr {R}
ou la syntaxe Rlexpr/var]| signifie : « R en remplagant toute occurrence de var par expr ».

Cet axiome posséde donc la signification suivante : « Si 'assertion R dont on a remplacé
toute occurrence de var par expr est vraie avant ’exécution de D'affectation de l’expression
expr & la variable var, alors R sera vraie aprés son exécution ». Afin d’illustrer cet axiome et
de donner un premier exemple concret d’application de la logique de Hoare, considérerons le
cas de I'incrémentation d’une variable :

{y+1=5}y:=y+1{y =5}
Dans cet exemple, y tient lieu de variable et y+1 tient lieu d’expression. On peut naturellement
simplifier la pré-condition et parvenir a la forme :

{y>4tyi=y+1{y>5}

Notons que 'expression expr de 'axiome peut faire entrer en jeu la variable var a laquelle
elle sera affectée (comme c’est le cas dans ’exemple précédent) mais aussi d’autres variables
ou encore des constantes.

Il est aussi intéressant de constater que dans le cas de cet axiome, la pré-condition dépend
fortement de la post-condition (elle n’est finalement que le résultat d’une substitution appliquée
a la post-condition). Cela permet ainsi aisément de savoir quelle pré-condition imposer pour
obtenir une post-condition voulue, I'instruction d’affectation étant connue.

3.2.2 Reégles

Les régles permettent de lier les triplets de Hoare entre eux et de définir des structures algo-
rithmiques plus complexes que le simple déroulement d’un programme linéaire. Contrairement
aux axiomes, certaines propriétés sont requises afin qu’elles puissent s’appliquer.

Les régles de conséquence permettent de restreindre une pré-condition ou d’élargir une
post-condition. Elles s’énoncent comme suit :
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Reégle 3.1 (Régles de conséquence)
Si {P} Q {R} et (R=S) alors {P} Q {S}
Si{P} Q {R} et (S= P) alors {S} Q {R}

La régle de séquence, dite encore régle de composition, permet d’enchainer I'exécution de
deux programmes dont les triplets de Hoare le permettent, afin d’obtenir un programme plus
important :

Reégle 3.2 (Régle de composition)
Si{P} Q1 {R} et {R} Q2 {S} alors {P} Q1;Q2 {S}

La régle de condition permet I'introduction de la structure de contrdle conditionnelle (de
type Si-Alors-Sinon), tandis que la régle d’itération permet I'introduction de la boucle répéti-
tive conditionnelle (de type Tant que). Elles s’énoncent comme suit :

Reégle 3.3 (Régle de condition)
Si{PAC} Q1 {R} et {PN-C} Q2 {R}
alors {P} If (C) Then ()1 Else ()2 End_If {R}

Reégle 3.4 (Reégle d’itération)
Si{PAC} Q {P}
alors { P} While (C') Do Q End_While {P A —=C'}

Il est intéressant de noter la présence de ’assertion P dans la pré-condition et dans la post-
condition de la boucle (ainsi que de son contenu seul). Cette assertion est appelée invariant,
et nécessite d’étre judicieusement choisie pour pouvoir effectuer les preuves.

3.3 Exemple d’utilisation

Afin d’utiliser les régles et les axiomes vus dans la section précédente, intéressons-nous a
I'exemple suivant, inspiré de [10].

{t>0}
n:=t;
r:=1;
While (n # 0) Do

S N
=
[
<
X
S

End_While;

{r=1t}

Afin de démontrer le triplet de Hoare ci-dessus, il suffit de procéder par étapes successives,
en prouvant des propriétés sur chacune des lignes grace aux régles et a I’axiome d’affectation.
Il sera alors possible de regrouper les triplets ainsi obtenus a ’aide des régles de conséquence
et de composition pour démontrer la propriété globale du programme. Commengons par la
premiére ligne. d’aprés 'axiome d’affectation, son exécution vérifie :

{t>0At=t}n:=t; {t>0At=n}
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Soit, aprés simplification de la pré-condition et substitution de n & ¢t dans la post-condition :
{t>0}n:=t; {(n>0At=n}
De méme, toujours d’aprés 'axiome d’affectation, I’exécution de la ligne 2 vérifie le triplet de
Hoare suivant (apres simplification) :
{n>0ANt=n}r:=1, {n>0At=nAr=1}
La post-condition du premier triplet est ainsi identique & la pré-condition du second triplet.
Nous pouvons alors directement composer les deux programmes pour obtenir un unique triplet
de Hoare :
{t>0tn=t;r:=1, {n>0At=nAr=1}

La partie d’initialisation étant traitée, il reste & considérer le coeur du programme, & savoir
les lignes 3 a 6, qui forment une boucle répétitive . Prenons en compte séparément les deux
lignes au sein de cette boucle. La ligne 4 vérifie :

{r:fl—!!/\th/\n>O}r::r*n; {r:(n%!l)!/\th/\n>O}
tandis que 'instruction de la ligne 5 vérifie :
{r:(n%!l)!/\tzn/\n>0}n::n—1; {r:%/\th/\nZO}
Les post-conditions ont été choisies de fagon « raisonnée » de fagon a entrainer des pré-
conditions qui coincideront entre elles et avec la suite. On peut alors réunir les deux lignes
contenues dans la boucle pour obtenir :
{7‘:%/\tEnAnzO/\n#O}T::T*n;n::n—l; {T:%/\tzn/\nZO}

Toutes les instructions contenues dans la boucle se trouvent dans ce triplet de Hoare. La
pré-condition a été reformulée de fagon a clairement faire apparaitre un invariant (une partie
de l'assertion que 'on retrouve dans la post-condition) qui est : « 7 = fl—', At>nAn>0». En
revanche, le reste de I’assertion (n # 0) ne se trouve que dans la pré-condition, et aura donc le
role de condition d’arrét pour la boucle. On peut donc appliquer la régle relative a I'itération :

{r:fl—!!/\th/\nZO}
While (n # 0) Do r :==r*n;n :=n — 1; End_While;
{rz%/\th/\nZO/\nzO}
Ici, la post-condition se simplifie naturellement en : « v =t ! », ce qui est bien la post-condition
finale que 'on cherche a obtenir. Pour finir, il ne nous reste plus qu’a constater (naivement)
que :

t!
(mn=20At=nAr=1)=(r=—At=2nAnz=0)
n!
D’aprés les régles de conséquence et de composition, on peut alors réunir le triplet de I'initial-

isation (lignes 1 et 2) et celui caractérisant la boucle (lignes 3 a 6). On obtient finalement le
triplet & démontrer.

3.4 Plus faible pré-condition et de plus forte post-condition

L’une des principales difficultés lors de 'utilisation de la logique de Hoare est de trouver
les pré-conditions et post-conditions adéquates. En effet, prouver un programme a 'aide de
cette logique nécessite de le décomposer en instructions élémentaires afin de se ramener aux

1. Notons que l'instruction de la ligne 6 n’en est pas véritablement une ; en réalité elle ne sert qu’a effectuer
un branchement pour terminer la structure de controle Tant que.
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régles ou axiomes de la logique (ou d’utiliser des portions de codes ou des fonctions dont
a déja prouvé le comportement). Or si I'une des deux conditions du triplet est mal choisie,
I'utilisation de la régle de composition est rendue impossible.

Ce cas de figure peut survenir lorsqu’un triplet de Hoare décrit un comportement plus
faible que nécessaire. L’une des assertions au moins (pré-condition ou post-condition) est alors
trop faible pour permettre de continuer la démonstration (car ne permet pas, par exemple,
d’utiliser la régle de composition). Considérons pour illustrer cela I’exemple de triplet de Hoare
présenté a la sous-section 3.2.1 :

{y>4tyi=y+1{y>5}
Les deux triplets suivants, utilisant le méme programme, sont aussi satisfaits, mais leur signi-
fication est plus faible :

{y=4} y:=y+1{y >5}

{y=4ty:=y+1{y =0}
Dans le premier cas, la pré-condition a été restreinte a I'unique cas ot y = 4 avant ’exécution
du programme; l’ensemble des cas d’exécutions couverts par ce triplet est donc beaucoup
moins important (et en réalité réduit & une seule exécution possible). De méme, le second
triplet traite les mémes cas d’exécution que le triplet d’origine, mais sa post-condition est
plus faible; il serait donc insuffisant pour une preuve nécessitant que y > 5 a la fin de cette
instruction.

De fagon plus générale, il est nécessaire d’éviter dans les preuves de trop restreindre la
pré-condition, ou trop étendre la post-condition si on veut conserver le pouvoir d’expression
de cette logique. Les cas extrémes seraient les suivants :

[faux} Q {R}

{P} Q {vrai}
Ces deux triplets sont corrects : la pré-condition du premier n’est jamais satisfaite (et le triplet
caractérise donc un ensemble vide de cas d’exécution), tandis que la post-condition du second
l'est toujours 2. Ces deux triplets n’apportent aucune information concernant leur programme
et seraient inutiles au sein d’une preuve.

Ces deux cas extrémes et les exemples qui les précédent illustrent la nécessité d’un outil
permettant de maximiser le pouvoir d’expression des triplets de Hoare. Ainsi, pour un pro-
gramme donné et connaissant la pré-condition d’un triplet, on souhaite pouvoir retrouver la
plus forte post-condition ; de méme, connaissant le programme et la post-condition, on souhaite
retrouver la pré-condition couvrant le plus de cas d’exécution possibles, qui est donc la plus
faible pré-condition. Cela nous améne donc a la définition des deux opérateurs ci-dessous,
appelés aussi transformateurs de prédicats [5, 10].

3.4.1 Deéfinition et propriétés

Définition 3.1 (Plus faible pré-condition et plus forte post-condition)
— Pour un programme @ et une post-condition R donnés, la plus faible pré-condition,
notée WP(Q, R), est I’assertion la plus large possible pour laquelle @ se termine et R
est satisfaite aprés exécution de Q).

2. 11 faut rappeler que la forme « faible » de la logique de Hoare développée ici ne présuppose en rien de la
terminaison des programmes ; dans le cas d’une logique « forte », le résultat serait différent.
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— Pour un programme (@) et une pré-condition P donnés, la plus forte post-condition, notée
SP(P,Q), est I'assertion la plus restreinte possible qui soit satisfaite aprés exécution de
@, si P est vraie avant, et sous réserve de terminaison de ().

Il est & noter que ces opérateurs comportent la notion de terminaison du programme. Bien
que la forme de la logique de Hoare présentée ici ne présume en rien de la terminaison des
programmes étudiés, la notion de plus faible pré-condition est plus restrictive 3.

Il est possible de montrer certaines propriétés sur les opérateurs définis ci-dessus. Pour
commencer, on peut donner une caractérisation trés générale des opérateurs WP et SP.

Propriété 3.1 (Caractérisation de WP et SP)
({P} Q {R} et @ se termine) < (P = WP(Q, R)) & (SP(P,Q) = R)

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement a 1’opérateur de plus faible pré-condition :
WP. L’opérateur SP ne sera pas traité car il ne sera pas utilisé pour rattacher la logique de
Hoare aux réseaux de régulation génétiques. De plus, grace a la forme de la régle d’affectation,
la plus faible pré-condition d’une instruction d’affectation est toujours exactement connue, ce
qui renforce I'intérét pour cet opérateur.

D’autres propriétés peuvent étre démontrées sur 'opérateur de plus faible pré-condition.
Cet opérateur est dit monotone, conjonctif et disjonctif, ce qui s’exprime formellement par les
propriétés suivantes.

Propriété 3.2 (Monotonie de WP) Si R et S sont deux assertions telles que R = S, alors

pour tout programme @ :
WP(Q, R) = WP(Q, S)

Propriété 3.3 (Conjonction de WP) Si R et S sont deux assertions, alors pour tout pro-
gramme () :
WP(Q,R) N\WP(Q,S) = WP(Q,RAS)

Propriété 3.4 (Disjonction de WP) Si R et S sont deux assertions, alors pour tout pro-
gramme () :
WP(Q,R) vV WP(Q,S) =WP(Q,RVS)

3.4.2 Reégles

Les régles et axiomes de la logique de Hoare (définis & la section 3.2) aident a construire
le résultat de ces opérateurs. Nous allons dans la suite définir le résultat de 'opérateur WP
pour certaines structures.

Reégle 3.5 (Plus faible pré-condition de la composition)
WP(QI? QQv R) = WP(Qb WP(QQ? R))

Cette regle permet de traduire la composition de deux instructions en une composition de
I'opérateur WP.

3. Il en existe une version moins restrictive qui différe peu, mais elle ne sera pas étudiée ici.
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Régle 3.6 (Plus faible pré-condition de l’affectation)
WP (var:=expr, R) = Rlexpr/var]

De la méme fagon que pour 'axiome d’affectation, l'expression Rlexpr/var| signifie : « R
en remplagant toute occurrence de var par expr ». On retrouve donc une formulation trés
proche de la régle d’affectation. On peut rattacher cela au fait que I'axiome d’affectation se
définit a rebours : la pré-condition est obtenue a partir de la forme de la post-condition.

Régle 3.7 (Plus faible pré-condition de la structure conditionnelle)
WP(If (C) Then )1 Else Q2 End_If, R) = C = WP(Q1,R) A -C = WP(Q2, R)

Cette formule fait clairement apparaitre les deux cas distincts ot C' est satisfaite et ot elle
ne l'est pas, et dépend des plus faibles pré-conditions des deux chemins d’exécution possibles.

Reégle 3.8 (Plus faible pré-condition de la structure itérative)
WP (While (C) Do () End_While, R) = 3n >0, H,
oil { HO =-CAR
" | Vke N, Hpy = Ho vV WP(Q, Hy)

Cette formule prend en compte la succession des exécutions de U'intérieur de la boucle (ici, le
programme Q) et le fait que la boucle termine un jour (ce qui est nécessaire a la terminaison
du programme; cela se traduit par le quantificateur d’existence 3).

3.5 Application aux réseaux de régulation génétique

Afin de montrer I'utilité du rapprochement entre la logique de Hoare et le formalisme de
Thomas (traité au chapitre 1), il est intéressant d’effectuer une comparaison avec les logiques
temporelles. La logique CTL*, comme illustré au chapitre précédent, permet d’étudier les
chemins possibles dans un graphe et les propriétés rencontrées sur ces chemins. Ainsi, pour un
graphe d’états obtenu a partir d’un réseau de régulation génétique donné, on est en mesure de
savoir quelles sont les configurations accessibles par le systéme de génes modélisé. La recherche
inverse est aussi possible : il existe des model-checkers? qui, partant d’une propriété, sont ca-
pables d’exhiber des conditions sur la paramétrisation pour que cette propriété soit vérifiée.
Cependant, cette méthode nécessite soit d’étre exécutée a la volée, soit de calculer compléte-
ment le graphe d’états, qui est soumis au probléme de ’explosion combinatoire.

Pour obtenir des résultats par exemple sur la paramétrisation de graphes d’interaction
de grande taille, il est nécessaire que la logique utilisée travaille directement sur le réseau de
régulation (et non sur le graphe d’états qui en est déduit). La logique de Hoare répond a cette
nécessité a condition d’adapter le formalisme utilisé par le modéle de Thomas. Ainsi, les deux
instructions admises seraient I'incrémentation et la décrémentation du niveau d’expression d’un
géne, tandis que les éléments constituant les conditions porteraient sur les niveaux d’expression
des génes et sur les valeurs de la paramétrisation. Nous allons briévement décrire ce formalisme
détaillé dans [8] et expliquer son utilisation.

4. On peut par exemple citer Roméo pour les réseaux de Petri temporels paramétriques, ou PHAVer pour
les automates hybrides.
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Définition 3.2 (Comparaison atomique) Une comparaison atomique sur un réseau de
régulation est une expression du type : « a <1 b » ot > est 'un des opérateurs de comparaison
parmi =, >, >, <, <, et a et b peuvent indépendamment étre :

— une constante dans N,

— le niveau d’expression d’un géne v du graphe d’interaction®,

— une valeur £, ,, de la paramétrisation K du réseau de régulation.

Définition 3.3 (Assertion de chemin) Une assertion de chemin A sur un réseau de régu-
lation est une assertion définie inductivement :
— 8i A = a, ol a est une comparaison atomique, alors A est satisfaite ssi a est satisfaite,
— 81 A = =B ou B est une assertion de chemin, alors A est satisfaite ssi B n’est pas
satisfaite,
— si A= By A By ou B; et By sont deux assertions de chemin, alors A est satisfaite ssi By
et By sont toutes deux satisfaites.

Notons que 'on peut naturellement aussi utiliser les autres connecteurs logiques, car ils se
définissent tous a partir de la négation et de la conjonction.

On peut définir trois notations concernant les assertions de chemin, qui seront utilisées
dans la suite. On rappelle que pour un géne v, b, est son plafond et G~!(v) est 'ensemble
de ses prédécesseurs dans le graphe d’interaction; de plus, pour tout multiplexe m, ¢, est
Iassertion qui lui est associée. Pour toute variable v et tout sous-ensemble w de G~1(v), on

note :
(I):)E(/\ (Pm)/\( /\ ﬂ90771)

mew meG—1(v)\w

La signification de ®} est que ’ensemble des ressources de v est exactement ’ensemble w. De
plus, pour toute variable v, on note :

oF=0<)Aw<b)A( N (B = kyo >0))
wCG~1(v)

o, =(0<)A@Zb)A( N\ (B = ke <))
wCG~1(v)

La signification intuitive de ®; (resp. ®;,) est qu'il est possible d’incrémenter v (resp. de décré-
menter v) dans 'état courant car la paramétrisation et les ressources de v le permettent. Les
états ne sont pas précisés dans ces formules car elles seront utilisées en tant que pré-conditions
et post-conditions, et donc a un instant théoriquement connu dans I’évolution du systéme.

Les programmes de chemin se définissent simplement en réutilisant les régles et axiomes de
la logique de Hoare définies & la section 3.2, sauf pour l'instruction d’affectation qui devient
une instructions du type : « vo » ot v est le nom d’un géne du systéme et ¢ représente I’action
d’incrémentation (notée +) ou de décrémentation (notée —) de ce géne. On définit alors deux
nouvelles régles spécifiques & ce type d’instruction.

5. On confond souvent, pour des raisons de simplicité d’écriture, le nom d’un géne dans le graphe d’inter-
action avec le nom de son niveau d’expression.
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Régle 3.9 (Reégles d’incrémentation et de décrémentation)
{®) AR[v+1/v]} v+ {R}
{®, AR[v —1/v]} v — {R}

On doit de plus définir le résultat de I'opérateur de plus faible pré-condition pour ce type
d’instructions. Ce résultat est similaire a celui obtenu pour 'opération d’affectation, mais il
faut aussi ajouter la condition d’incrémentation ou de décrémentation.

Régle 3.10 (Plus faibles pré-conditions d’incrémentation et décrémentation)
WP(v+, R) = &} A R[v/v + 1]
WP(v—,R) = &, A R[v/v —1]

Les plus faibles pré-conditions des autres instructions ou structures sont identiques a celles
définies pour la logique de Hoare classique.

Exemple

1 i
a ~ —_— b
EG B ’Q

FiGURE 3.1 — Un graphe d’interaction partiel. On suppose que le géne b n’est influencé que via le
multiplexe A\, mais que le géne a peut étre influencé par d’éventuels autres génes dans le graphe.

Afin d’illustrer ce nouveau formalisme, considérons le graphe d’interaction de la figure 3.1.
On suppose que d’autres génes peuvent influer sur a, mais pas sur b. On cherche a savoir
s’il existe pour ce graphe une paramétrisation qui accepte que b soit incrémenté si le niveau
d’expression de a est & 0. Pour cela, on considérera le triplet de Hoare suivant :

{a=0Ab=0}b+ {b=1}
On se place ainsi dans une configuration initiale ol les niveaux d’expression de a et b sont
nuls, et le chemin consiste simplement en une incrémentation de b. Ce triplet est intuitivement
vérifié (cela sera prouvé par la suite) mais il n’est pas assez expressif. Nous allons donc utiliser
I'opérateur de plus faible pré-condition afin d’obtenir des informations sur la paramétrisation
nécessaire pour obtenir un tel comportement. Le résultat est la conjonction R suivante :

R = { q)zr

b=20

Lorsqu’on on décompose <I>gr on obtient :
0<b
b < by
) = kyp > b
(I)IEA} = kb,{)\} >b
b=0

Comme le multiplexe A est le seul prédécesseur de b, @g et @2/\} s’écriront uniquement en

=
I

fonction de l'assertion portée par A. Comme <I>l{) b caractérise le cas o assertion de A est
satisfaite, et @g caractérise le cas contraire, on a :
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CI’IE)‘} = ¢y = —(a>1)

<I>g = gy = —(a>1)
On obtient donc en remplagant et aprés simplification :
b=10
R = (a:1)2>k3b7@>0

(a = 0) = kb,{)\} >0

Ce résultat traduit le fait que si on souhaite incrémenter b lorsque son niveau d’expression est
nul, alors sa paramétrisation associée ne doit pas étre égale a zéro. On retrouve donc 'une des
propriétés intrinséques au modeéle de Thomas.

On peut tout d’abord constater que le triplet de départ {a = 0Ab=0} b+ {b=1} était
effectivement correct, car on a bien :

a=0ANb=0=R

De plus, on peut extraire de R 'information recherchée : en effet, si on suppose a nul a I’état
initial, on trouve la condition nécessaire suivante sur la paramétrisation : kp (1) > 0.

Ce cas volontairement trés simple illustre le fonctionnement de ce croisement entre for-
malismes. Il permet d’obtenir des conditions sur des cas plus complexes, mais permet aussi de
déterminer le caractére réalisable ou non d’un chemin. Par exemple, le chemin b+;b— sur le
graphe précédent n’est pas possible (du simple fait qu'un autre géne au moins doit exprimer
une influence sur b pour que I’évolution de celui-ci puisse changer de direction). En effet, si
on suit une démarche similaire (comportant cette fois deux étapes, soit une par instruction),
on obtient pour plus faible pré-condition une assertion incohérente, qui caractérise le fait que
le programme ne pourra jamais s’exécuter quelle que soit la pré-condition. En revanche, un
chemin de type b+; a+; b— serait envisageable et la méthode présentée donnerait une condition
nécessaire sur la paramétrisation pour qu’elle se réalise.
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Conclusion

Dans ce rapport bibliographique a été présenté le modéle de Thomas, qui permet ’étude
des systémes de génes interagissant entre eux, puis ont été présentées deux techniques d’analyse
de ce modéle.

L’étude des interactions génétiques nécessite des outils de modélisation et d’abstraction. Le
modeéle de Thomas qui a été présenté propose d’approcher un systéme de génes en interaction
par un réseau de régulation génétique composé d’un graphe d’interactions et d’'une paramétri-
sation. La puissance de ce modéle provient notamment du fait que les niveaux d’expression
des génes y sont représentés par des valeurs discrétes, ce qui permet de prendre uniquement en
compte les seuils pour desquels des interactions ont effectivement lieu, mais aussi de s’affranchir
de la connaissance des valeurs réelles de ces seuils.

Il est possible a partir de ce type de modéle de construire un graphe d’états qui rend
compte de toutes les configurations de niveaux d’expression possibles et des évolutions entre
ces configurations. L’approche classique d’étude des graphes d’états consiste en I'utilisation de
logiques temporelles. Ces logiques permettent d’exprimer des propriétés sur des états ou des
chemins en prenant en compte la dynamique modélisée par le graphe. Dans le cadre du modéle
de Thomas, ces logiques permettent d’exprimer des propriétés sur 1’évolution d’un réseau de
régulation génétique & partir d’'un ensemble d’états.

Un nouvel outil d’analyse des réseaux de régulation génétique a enfin été proposé, basé sur
la logique de Hoare. Cette logique permet de caractériser un programme a partir d’une pré-
condition et d’une post-condition. Rattachée au modéle de Thomas elle permet, via I'utilisation
de régles d’inférence et de 'opérateur de plus faible pré-condition, d’obtenir par exemple des
conditions nécessaires a ce qu’'un systéme de génes puisse permettre un comportement donné.

Le présent séminaire bibliographique a permis le développement des notions qui seront
utilisées lors du stage d’application du Master Recherche. La premiére partie de ce stage
consistera en la conception et en 'implémentation informatique du concept de logique de
Hoare appliquée aux réseaux de régulation génétique avec multiplexes. Une seconde partie
consistera ensuite & enrichir ce concept nouveau et son implémentation en tentant d’ajouter
une composante temporelle aux triplets de Hoare utilisés.
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